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Criterio del rapporto
Teorema
Sia
∞∑
n=1
an una serie tale che an > 0 per ogni n ∈ N, allora:
a) se esistono un numero reale K, 0 ≤ K < 1 e un indice n? tale cui
per ogni n ∈ N, n > n? risulti:
an+1
an
≤ K, (1)
allora la serie converge;
b) se esiste un indice n? tale cui per ogni n ∈ N, n > n? risulti:
an+1
an
≥ 1,
allora la serie diverge.
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Dimostrazione
Se vale
an+1
an
≤ K < 1 per ogni n ∈ N, n > n? allora, per gli stessi n
an < K
n−1a1
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an+1
an
≤ K < 1 per ogni n ∈ N, n > n? allora, per gli stessi n
an < K
n−1a1
il termine generale della serie e` maggiorato da quello di una serie
geometrica convergente: la tesi segue dal criterio del confronto
Se vale
an+1
an
≥ 1 per ogni n ∈ N, n > n? il termine generale an della
serie non converge a zero, quindi la serie, che e` a termini positivi,
diverge positivamente.
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Criterio del rapporto
Corollario Consideriamo la serie
∞∑
n=1
an, in cui an > 0 per ogni
n ∈ N. Se esiste:
lim
n→∞
an+1
an
= `
allora:
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Criterio del rapporto
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Osservazione
Nella tesi non si fa riferimento al caso ` = 1. Questo dipende dal
fatto che in questa situazione la convergenza della serie e` indecidibile.
Infatti se si considera la serie armonica, caso in cui an =
1
n , abbiamo
` = 1 con una serie positivamente divergente. Ma se si considera la
serie armonica di ordine 2, caso in cui an =
1
n2 , abbiamo ` = 1 con
una serie convergente.
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Applicazione
∞∑
n=1
1
n!
converge
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(n+ 1)!
1
n!
=
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Applicazione
∞∑
n=1
n
2n
converge
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Criterio della radice
Teorema Sia
∞∑
n=1
an una serie tale che an ≥ 0 per ogni n ∈ N, allora:
a) se esistono un numero reale 0 ≤ K < 1 e un indice n? tale cui per
ogni n ∈ N, n > n? risulti:
n
√
an ≤ K,
allora la serie converge;
b) se esiste un indice n? tale cui per ogni n ∈ N, n > n? risulti:
n
√
an ≥ 1,
allora la serie diverge.
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Criterio della radice
Corollario
Consideriamo la serie
∞∑
n=1
an, in cui an ≥ 0 per ogni n ∈ N. Se esiste:
lim
n→∞
n
√
an = `
allora:
a) se ` < 1 la serie converge;
b) se ` > 1, la serie diverge.
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Dovesse accadere che uno dei criteri, radice o rapporto, sia inefficace,
nel senso che uno dei due limiti:
lim
n→∞
an+1
an
, lim
n→∞
n
√
an,
valga 1 e` inutile tentare di calcolare l’altro limite, si puo` dimostrare,
usando le regole di Cesa`ro, che se uno dei due limiti esiste, esiste anche
l’altro limite e i due limiti sono eguali. Quindi se fallisce uno dei due
criteri, di radice o rapporto, non serve tentare di usare l’altro.
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Applicazione
∞∑
n=1
n
2n2
converge
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Applicazione
∞∑
n=1
n
2n2
converge
n
√
an =
n
√
n
n
√
2n2
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Applicazione
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n=1
n
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n
√
an =
n
√
n
n
√
2n2
=
n
√
n
2n
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Criterio di Raabe
Teorema Consideriamo la serie
∞∑
n=1
an, in cui an > 0 per ogni
n ∈ N. Se esiste:
lim
n→∞n
(
an
an+1
− 1
)
= `
allora:
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Applicazione
∞∑
n=1
1
n2
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n
(
an
an+1
− 1
)
= n
(
(n+ 1)2
n2
− 1
)
=
1
n
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Applicazione
∞∑
n=1
1√
n
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Criterio di Condensazione
Teorema
Sia (an) una successione di reali non negativi, decrescente. Allora la
serie
∞∑
n=1
an converge se e solo se converge la serie:
∞∑
n=1
2na2n =
∞∑
n=1
bn
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Serie armonica generalizzata
Teorema
La serie armonica generalizzata
∞∑
n=1
1
nα
,
(a) per α > 1 e` convergente, (b) per α ≤ 1 e` divergente.
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Serie armonica generalizzata
Teorema
La serie armonica generalizzata
∞∑
n=1
1
nα
,
(a) per α > 1 e` convergente, (b) per α ≤ 1 e` divergente.
La convergenza della serie armonica e` equivalente alla convergenza di:
∞∑
n=1
2n
1
(2n)α
=
∞∑
n=1
(
1
2α−1
)n
.
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Ma quest’ultima serie e` geometrica, con ragione 21−α, dunque essa
converge per tutti e soli i valori di α per cui:
21−α < 1.
Possiamo cos`ı concludere che si ha convergenza per α > 1 e divergenza
positiva per 0 < α ≤ 1.
